PRELUDIO DE UN NUMERO

Innumerables son las maravillas del mundo.
SOFOCLES (495-405 a.C.)

El famoso fisico britdnico Lord Kelvin (William Thomson;
1824-1907), cuyo nombre se utilizé6 para denominar la escala de
temperaturas absolutas, dijo lo siguiente en una de sus conferen-
cias: «Cuando no puedes expresarlo con un ndmero, tu conoci-
miento se vuelve pobre e insatisfactorio.» Kelvin se referia, por su-
puesto, al conocimiento necesario para el progreso de la ciencia.
Pero los ntimeros y las matemadticas tienen la curiosa propension a
contribuir incluso al conocimiento de cosas que son, o al menos
parecen ser, extremadamente ajenas a la ciencia. En el cuento de
Edgar Allan Poe EI misterio de Marie Rogét, el famoso detective
Auguste Dupin comenta: «Transformamos la casualidad en una cues-
tién de calculo absoluto. Supeditamos lo que no buscamos y lo
que no imaginamos a las formulas matematicas de las escuelas».
Incluso a un nivel mds simple, considere el siguiente problema a
que puede haberse enfrentado al prepararse para acudir a una fies-
ta: si tiene una tableta de chocolate de doce obleas, jcudntas veces
tendrd que partirla para separar todas las piezas? De hecho la res-
puesta es mucho mds sencilla de lo que pueda imaginar y no re-
quiere practicamente ningun cédlculo. Cada vez que separa una
oblea, dispone de una pieza mds que antes de hacerlo. Por tanto, si
debe acabar el proceso con doce piezas, deberd repetir la operaciéon
once veces. (Pruébelo usted mismo.) En general, y sin tener en
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cuenta el nimero de obleas de la tableta de chocolate, el nimero
de veces que tendremos que partirla serd siempre uno menos que
el namero de obleas que necesitemos.

Incluso si usted no se encuentra entre los amantes del chocolate,
podrd comprender que el anterior ejemplo demuestra una sencilla
regla matemadtica que puede aplicarse en muchas otras circunstan-
cias. Pero aparte de las propiedades, férmulas y reglas matematicas
(muchas de las cuales acabamos olvidando), existe también una se-
rie reducida de nimeros especiales tan ubicuos que jamas dejardn
de sorprendernos. El mds famoso es el nimero pi (w), la propor-
cién de la circunferencia de cualquier circulo con relacién a su did-
metro. El valor de pi, 3,14159..., ha fascinado a muchas generacio-
nes de matematicos. A pesar de que inicialmente fue definido en el
campo de la geometria, pi aparece frecuente e inesperadamente en
el calculo de probabilidades. Uno de los ejemplos mas famosos es el
de la Aguja de Buffon, problema de probabilidades resuelto en 1777
por el matematico francés George-Louis Leclerc, conde de Buffon
(1707-1788). Leclerc propuso: suponga que tiene una larga hoja de
papel en el suelo con lineas rectas paralelas espaciadas entre si a
una distancia regular.

FIGUuraA 1

Lance al azar sobre el papel una aguja del mismo tamano que
el espacio existente entre las lineas. ;Qué probabilidad hay de que la
aguja caiga de tal modo que cruce una de las lineas (figura 1)? Sor-
prendentemente, la respuesta resulta ser el nimero 2/m. Por tan-
to, en principio se puede calcular 7 repitiendo este experimento
muchas veces y observando en qué fraccion del nimero total de
lanzamientos se obtiene el cruce con la linea. (Existen formas me-
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nos tediosas de obtener el valor de pi.) En la actualidad, pi se ha
transformado en una palabra tan familiar que incluso el director de
cine Darren Aronofsky la utiliz6 para titular su thriller intelectual
del afio 1998.

Phi (¢) es otro nimero menos conocido que pi, pero mucho
mas fascinante en muchos aspectos. Suponga que le planteo la si-
guiente pregunta: ;qué tienen en comun la deliciosa disposicion de
los pétalos de una rosa, la famosa pintura de Salvador Dali Sacra-
mento de la Ultima Cena, las magnificas conchas espirales de los
moluscos y la cria de conejos? Aunque resulte dificil de creer, todos
estos ejemplos dispares entre si tienen en comun un ndmero deter-
minado o una proporcién geométrica conocida desde la Antigiie-
dad, un numero que en el siglo xix recibié la distincién de «Nu-
mero Aureo», «Proporcién Aurea» y «Seccién Aurea». Un libro
publicado en Italia a principios del siglo xv1 tuvo la osadia de de-
nominarlo «Proporcién Divinan.

En la vida cotidiana, utilizamos la palabra «proporcién» tan-
to para definir la relacién comparativa que se establece entre las
partes de las cosas en relacion con el tamafio o la cantidad, o bien
cuando queremos describir una relacién arménica entre diferen-
tes partes. En matematicas, la palabra «proporcién» se utiliza para
describir una igualdad tipoldgica: nueve es a tres como seis es a
dos. Como veremos mas adelante, la Proporcién Aurea ofrece una
mezcolanza intrigante de ambas definiciones que, al ser definida
matematicamente, se le atribuyen cualidades armonicas placen-
teras.

La primera definiciéon precisa de lo que mads tarde se conoci6
como Proporcién Aurea la realizé alrededor del afio 300 a.C. el
fundador de la geometria como sistema deductivo formal, Euclides
de Alejandria. Retomaremos a Euclides y sus fantasticos logros en
el capitulo 4, pero de momento déjenme senalar que es tanta la ad-
miracién que despierta Euclides que en 1923 la poetisa Edna St.
Vincent Millay escribié un poema titulado Sélo Euclides ha visto la
auténtica belleza. De hecho, incluso se ha conservado el cuaderno
anotado de Millay del curso que realizé sobre geometria euclidea.
Euclides definié una proporcién derivada de la simple divisién de
una linea en lo que denominé su «media y extrema razén». En pa-
labras de Euclides:
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Se dice que un segmento esta dividido en media y extrema ra-
z6n cuando el segmento total es a la parte mayor como la parte ma-
yor es a la menor.

FIGURA 2

En otras palabras, si observamos la figura 2, la linea AB es cla-
ramente mds larga que el segmento AC; del mismo modo, el seg-
mento AC es mas largo que el CB. Si la proporciéon de la longitud
de AC con relacién a la de CB es la misma que la que existe entre
AB 'y AC, entonces la linea ha sido cortada en media y extrema ra-
z6n o en Proporcién Aurea.

;Quién hubiera adivinado que esta division de lineas aparente-
mente inocente, y que Euclides definié sélo para propdsitos geo-
métricos, tendria consecuencias en temas tan dispares como la dis-
posicion de las hojas en botdnica, la estructura de galaxias que con-
tienen billones de estrellas, o desde las matematicas a las artes? Por
tanto, la Proporcién Aurea nos ofrece un ejemplo maravilloso de
aquel sentimiento de asombro absoluto que el famoso fisico Albert
Einstein (1879-1955) valoraba tanto. En palabras del propio Eins-
tein: «La cosa mas bella que podemos experimentar es lo misterio-
so. Es la emociéon fundamental que hallamos en la cuna del au-
téntico arte y la ciencia. Aquel que ya lo conoce y ya no puede ha-
cerse preguntas, quien ya no siente asombro, estd muerto, no es
mds que una vela apagada.»

Como veremos en este libro, el valor preciso de la Proporcién
Aurea (la proporcién de AC a CB en la figura 2) es el ntimero infi-
nito e irrepetible 1,6180339887..., y este tipo de ntiimeros infinitos
ha intrigado a la humanidad desde la Antigiiedad. Cuenta una
historia que cuando el matematico griego Hipasio de Metaponto
descubri6 en el siglo v a.C. que la Proporcion Aurea era un nime-
ro que no era ni entero (como los familiares 1, 2, 3...) ni una pro-
porciéon de dos numeros enteros (como las fracciones 1/2, 2/3,
3/4..., conocidas colectivamente como niimeros racionales) el resto
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de discipulos de Pitdgoras (pitagéricos), el famoso matematico,
quedaron consternados. La visién pitagdrica del mundo (descrita
en detalle en el capitulo 2) se basaba en la admiracién extrema por
el arithmos —las propiedades intrinsecas de los niimeros enteros y
sus proporciones— asi como su supuesto papel en el cosmos. La
conciencia de que existian ntimeros, como la Proporcién Aurea,
que continuaban infinitamente sin mostrar ninguna repeticién o
patréon provocé una crisis filosofica profunda. La leyenda incluso
sefiala que, abrumados por un descubrimiento de tales caracteristi-
cas, los pitagéricos sacrificaron un centenar de bueyes con temor
reverente, aunque esto parece altamente improbable ya que los pi-
tagoéricos eran vegetarianos estrictos. Me gustaria dejar claro que
muchas de estas historias estin basadas en material histérico poco
documentado. Aunque no se conoce la fecha exacta del descubri-
miento de ndmeros que no eran ni enteros ni fracciones y que se
conocen como ntimeros irracionales, algunos investigadores han
propuesto el siglo v a.C., lo que al menos coincide con la cronolo-
gia de las historias anteriormente descritas. Lo que es evidente es
que los pitagdricos crefan, en lineas generales, que la existencia de
tales numeros era tan horrible que debia responder a algun tipo
de error césmico, un error que debia ser eliminado y mantenido en
secreto.

El hecho de que la Proporciéon Aurea no pueda expresarse
como una fraccién (como un ntimero racional) simplemente signi-
fica que la proporcion de las dos longitudes AC y CB de la figura 2
no puede expresarse como una fraccién. En otras palabras, por mu-
cho que nos esforcemos, no podremos hallar ninguna medida co-
mun que esté contenida, digamos, 31 veces en ACy 19 en CB. Dos
longitudes que no disponen de medidas comunes se conocen por el
nombre de inconmensurables. Por tanto, el descubrimiento de que
la Proporcién Aurea es un ntimero irracional represent6, al mismo
tiempo, el descubrimiento de la inconmensurabilidad. En Vida Pi-
tagorica (circa 300 d.C.), Jamblico, fil6sofo e historiador descen-
diente de una familia noble de Siria, describe la violenta reaccién
tras el descubrimiento:

Dicen que el primer (humano) en revelar la naturaleza de la
mensurabilidad y la inconmensurabilidad a los que no eran dignos
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de compartir la teoria fue tan odiado que no sélo se le aparté de la
asociacién comun y del modo de vida (pitagérico), sino que éstos in-
cluso cavaron su tumba, como si (su) anterior colega ya hubiera
abandonado esta vida.

En la literatura matemdtica especializada, el simbolo comun
para la Proporcion Aurea es la letra griega tau (T; del griego toun,
to-mé’, que significa «el corte» o «la seccién»). De todos modos, a
principios del siglo xx, el matemdtico estadounidense Mark Barr le
dio a la proporcién el nombre de phi (0), la primera letra griega del
nombre de Fidias, el gran escultor griego que vivié alrededor del 490
al 430 a.C. Los logros mds importantes de Fidias fueron el «Parte-
no6n de Atenea» en Atenas y el Zeus del templo de Olimpia. Tradi-
cionalmente, también se le han atribuido otras esculturas del Par-
ten6n, aunque es bastante probable que muchas de ellas fueran
obra de sus estudiantes y ayudantes. Barr decidié honrar al escul-
tor porque una serie de historiadores del arte sostenian que Fidias
habia utilizado con frecuencia y de forma meticulosa la Proporciéon
Aurea en sus esculturas. (Mds adelante examinaremos meticulosa-
mente otras afirmaciones similares.) A lo largo del libro utilizaré
indistintamente las expresiones Proporcién Aurea, Seccién Aurea,
Nuamero Aureo, phi e incluso el simbolo ¢ ya que son los nombres
con que uno se topa con mds frecuencia en la literatura matemati-
ca para el gran publico.

Algunas de las mayores mentes matematicas de todos los tiem-
pos, desde Pitdgoras y Euclides en la Grecia antigua, pasando por el
matemdtico medieval italiano Leonardo de Pisa y el astrénomo re-
nacentista Johannes Kepler, hasta las figuras cientificas contempo-
raneas como el fisico oxoniense Roger Penrose, han dedicado horas
interminables a esta sencilla proporcién y a sus propiedades. Pero
la fascinaciéon por la Proporcién Aurea no se circunscribe tinica-
mente al mundo de las matemadticas. Bidlogos, artistas, musicos,
historiadores, arquitectos, psic6logos e incluso misticos han medi-
tado y debatido sobre las caracteristicas de su ubicuidad y encanto.
De hecho, no es descabellado inferir que la Proporcién Aurea ha
inspirado a pensadores de todas las disciplinas de un modo que no
tiene comparacién con ningdin otro numero en la historia de las
matematicas.
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Se ha dedicado un inmenso trabajo investigador, sobre todo por
parte del matemadtico y escritor canadiense Roger Herz-Fischler (ex-
puesto en su magnifica obra A Mathematical History of the Golden
Number), s6lo para averiguar el origen del nombre «Seccién Aurea».
Teniendo en cuenta el entusiasmo generado por dicha proporcion
desde la Antigiiedad, podemos llegar a pensar que los origenes del
nombre son exclusivamente antiguos. Ciertamente, algunas obras
con autoridad de la historia de las matematicas, como The Birth of
Mathematics in the Age of Plato de Frangois Lasserre e Historia de la
matemdtica de Carl B. Boyer, sittian el origen de este nombre en los
siglos XV y XvI, respectivamente. Sin embargo, parece que las cosas
no son asi. Tras un gran esfuerzo repasando todos los datos histori-
cos disponibles, el matematico aleman Martin Ohm (hermano del
famoso fisico Georg Simon Ohm, el apellido que se escogié para
denominar a la ley Ohm en electricidad) utilizé el término por pri-
mera vez en la segunda edicién de 1835 de su obra Die Reine Ele-
mentar-Mathematik (Mateméticas elementales puras). Ohm escribe
en una nota a pie de pagina: «Habitualmente también se denomi-
na seccion durea a esta division de una linea arbitraria en dos par-
tes.» El lenguaje de Ohm revela a las claras que no fue él quien in-
vent6 el término, sino que mds bien usaba un nombre comtinmen-
te aceptado. A pesar de todo, el hecho de que no lo usara en la
primera edicion de su obra (publicada en 1826) sugiere, como mi-
nimo, que el nombre de «Seccién Aurea» (o, en aleman, «Goldene
Schnitt») se hizo popular a partir de 1830. Puede ser que el nombre
se utilizara de forma oral con anterioridad a dicha fecha, posible-
mente en circulos no matematicos. Sin embargo, no hay lugar a du-
das de que con posterioridad al libro de Ohm, el término «Seccién
Aurea» comenz6 a aparecer con frecuencia y asiduidad en Alemania
en la literatura matematica y de historia del arte. En inglés, puede
ser que el debut se produjera en un articulo de James Sully sobre es-
tética que aparecid en la novena edicién de la Enciclopedia Britdnica
en 1875. Sully se refiere a la «interesante investigaciéon experimen-
tal... iniciada por (Gustav Theodor) Fechner (fisico y psicélogo pio-
nero alemdn del siglo x1x) sobre la pretendida superioridad de la
“seccion durea” como proporcion visible». (Profundizaré en los ex-
perimentos de Fechner en el capitulo 7.) Parece ser que, en inglés, el
uso mds antiguo en un contexto matematico debemos situarlo en
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un articulo titulado «La Seccién Aurea» (obra de E. Ackermann) y
que aparecié en 1895 en el American Mathematical Monthly, asi
como en el libro de 1898 Introduction to Algebra del conocido pro-
fesor y escritor G. Chrystal (1851-1911). A modo de curiosidad,
debo sefalar que la tnica definicién de un «Ntmero Aureo» que
aparece en la edicion de 1900 de la enciclopedia francesa Nouveau
Larousse Illustré es la siguiente: «Un ndmero utilizado para indicar
cada uno de los afios del ciclo lunar.» Se refiere a la posicién de un
calendario anual que forma parte de un ciclo de diecinueve anos
tras el cual las fases de la luna se repiten en las mismas fechas. Es
evidente que a la frase le cost6 algo mas de tiempo para entrar en la
nomenclatura matematica francesa.

Pero ;por qué tanto alboroto? ;Qué provoca que este numero,
o proporcién geométrica, sea tan excitante como para merecer toda
esta dedicacion?

Lo que convierte en tan atractiva a la Proporcién Aurea es, ante
todo, su capacidad para aparecer del modo mas inexplicable alli
donde menos se la espera.

FIGURA 3

Cojan, por ejemplo, una simple manzana, el fruto que se aso-
cia por lo general (quizd de modo equivocado) con el arbol del co-
nocimiento que aparece tan prominentemente en el relato biblico
de la caida en desgracia de la humanidad, y cértenla por su circun-
ferencia. Descubriran que las semillas estin ordenadas formando
una estrella de cinco puntas o pentagrama (figura 3). Cada uno de
los cinco tridngulos isésceles que configuran las esquinas de un
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pentagrama tienen la siguiente propiedad: la proporcién de la lon-
gitud de su lado mas largo con relacién al mds corto (la base im-
plicita) es igual a la Proporcién Aurea, 1,618... Pero quiza piense
que esto no es tan sorprendente. Pese a todo, dado que la Propor-
cién Aurea ha sido definida como una proporcién geométrica, qui-
z4 no deberia sorprendernos descubrir que esta proporcién se en-
cuentra en algunas formas geométricas.

Sin embargo, esto tan s6lo es la punta del iceberg. Segun la tra-
dicion budista, en uno de los sermones de Buda, éste no pronuncié
palabra alguna; simplemente sostuvo una flor frente a su audiencia.
;Qué puede ensenarnos una flor? Una rosa, por ejemplo, suele uti-
lizarse como paradigma simbélico de la simetria natural, de la ar-
monia, el amor y la fragilidad. En La religion del hombre, el poeta y
filésofo indio Rabindranath Tagore (1861-1941) escribié: «De al-
guin modo sentimos que, a través de una rosa, el lenguaje del amor
alcanza nuestros corazones.» Supongan que queremos medir la
apariencia simétrica de una rosa. Cojan una rosa y disecciénenla
para descubrir la forma en que sus pétalos se superponen entre si.
Tal y como describo en el capitulo 5, descubriran que las posicio-
nes de los pétalos siguen un orden basado en una regla matemati-
ca que se fundamenta en la Proporciéon Aurea.

Fijémonos ahora en el mundo animal. A todos nos resultan fa-
miliares las hermosas estructuras espirales caracteristicas de mu-
chas conchas de molusco como la del nautilo (Nautilus pompilius;
figura 4).

De hecho, el Shiva danzante del mito hindu lleva en una mano
un nautilo para simbolizar uno de los instrumentos que iniciaron
la creacién. Estas conchas también han servido de inspiraciéon a
muchas construcciones arquitectonicas. El arquitecto estadouni-
dense Frank Lloyd Wright (1869-1959), por ejemplo, basé el dise-
no del Museo Guggenheim de Nueva York en la estructura del nau-
tilo. En el interior del museo, los visitantes ascienden por una ram-
pa en espiral, moviéndose mientras su capacidad imaginativa se ve
saturada por el arte que observan, del mismo modo que un molus-
co construye su concha en espiral al tiempo que ocupa por com-
pleto el espacio fisico de la misma. En el capitulo 5 descubriremos
que el crecimiento de las conchas en espiral también responde a un
modelo gobernado por la Proporcién Aurea.
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FIGURA 4

Por ahora no es necesario que seamos misticos de los ndmeros
para empezar a sentir cierta admiracion por la propiedad de la Pro-
porcién Aurea que aparece en situaciones y fenémenos en aparien-
cia totalmente inconexos. Ademds, como indiqué al principio de
este capitulo, la Proporciéon Aurea puede encontrarse no sélo en fe-
némenos naturales sino también en una gran variedad de objetos
de factura humana y obras de arte. Por ejemplo, en la pintura de
Salvador Dali de 1955, Sacramento de la Ultima Cena (National Ga-
llery, Washington D.C,, figura 5), las dimensiones del cuadro (apro-
ximadamente 105 1/2” X 65 3/4”) estén en Proporcién Aurea entre
si. Mds importante aun es la presencia de un dodecaedro (un séli-
do regular de doce caras en que cada una de ellas es un pentdgono)
que flota sobre la mesa encerrdndola. Como veremos en el capitu-
lo 4, los s6lidos regulares (como el cubo) que pueden encerrarse
con una esfera (con todos sus vértices descansando en la misma), y
en especial el dodecaedro, estan intimamente relacionados con la
Proporciéon Aurea. ;Por qué motivo Dali decidi6 mostrar la Pro-
porcién Aurea de un modo tan prominente en su pintura? Su afir-
macién de que «la Comunién debe ser simétrica» tan sélo es el
principio de la respuesta. Como muestro en el capitulo 7, la Pro-
porcién Aurea queda representada (o al menos eso es lo que se afir-
ma) en las obras de muchos otros artistas, arquitectos, disefiadores
e incluso en famosas composiciones musicales. En términos gene-
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rales, la Proporcién Aurea se ha usado en algunas de estas obras
para conseguir lo que podriamos denominar «efectividad visual (o
auditiva)». Una de las propiedades que contribuye a dicha efectivi-
dad es la proporcion (la relaciéon de tamano entre las partes y con
relacion al conjunto). La historia del arte muestra que en la larga
busqueda de un evasivo canon de las proporciones «perfectas», un
canon que de algiin modo conferirfa automaticamente placer esté-
tico a todas las obras de arte, la Proporcién Aurea ha demostrado
ser el mds duradero. Pero ;por qué?

FIGURA 5

Un examen detallado de los ejemplos que nos proporciona la
naturaleza y el arte revela cuestiones a tres niveles distintos, cada
uno de mayor profundidad que el anterior. En primer lugar nos en-
contramos con las preguntas inmediatas: a) ;Son reales todas las
formas que adopta phi en la naturaleza y en las artes citadas en la li-
teratura o simplemente representan conceptos erréneos e interpre-
taciones precipitadas? b) ;Podemos explicar el aspecto de phi (si es
real) en estas u otras circunstancias? En segundo lugar, si definimos
«belleza» como aparece, por ejemplo, en el Webster’s Unabridged
Dictionary, es decir, «la cualidad que hace que un objeto resulte pla-
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centero o satisfactorio de un modo determinado», nos surge la si-
guiente pregunta: j;existe un componente estético en las matemati-
cas? Y si es asi, scudl es la esencia de ese componente? Esta es una
pregunta importante porque como dijo en una ocasion el estado-
unidense Richard Buckminster Fuller (1895-1983), arquitecto, mate-
matico e ingeniero: «Cuando trabajo con un problema, jamas pien-
so en la belleza. Sélo pienso en cdmo resolverlo. Pero cuando he ter-
minado, si la solucién no es bella, sé que estd mal.» Para terminar,
la pregunta mas intrigante: ;Qué provoca que las matematicas sean
tan poderosas y ubicuas? ;Qué razon existe para que las matemati-
cas y las constantes numéricas como la Proporcién Aurea tengan un
papel central en materias tan diferentes como las teorias fundamen-
tales del universo o el mercado de valores? ;Existen las mateméticas
independientemente de los humanos, quienes la han descubierto/
inventado y formulado sus principios? ;Es matematica la propia na-
turaleza del universo? Esta tltima pregunta puede reformularse uti-
lizando un conocido aforismo del fisico britdnico Sir James Jeans
(1847-1946): ;Es Dios un matematico?

Intentaré tratar con cierto detalle todas estas preguntas a lo lar-
go del libro a través de la fascinante historia de phi. La, a menudo,
embrollada historia de esta proporcién cubre tanto milenios como
continentes. También es importante destacar mi intencién de con-
tar una buena historia de interés humano, ya que gran parte de ella
girard en torno a una época en que «cientificos» y «matematicos»
eran individuos que tnicamente intentaban resolver preguntas que
despertaban su curiosidad. Muchos de ellos trabajaron y murieron
sin saber si su trabajo cambiaria el curso del pensamiento cientifico
o si simplemente desapareceria sin dejar rastro.

Sin embargo, antes de embarcarnos en nuestro viaje, debemos
familiarizarnos con los nimeros en general y con la Proporcién
Aurea en particular. Al fin y al cabo, ;co6mo surgi6 la idea inicial de
la Proporcién Aurea? ;Por qué Euclides sinti6 la necesidad de defi-
nir la divisién de una linea? El objetivo de este libro es introducir al
lector en los auténticos origenes de lo que podriamos denominar
Numerismo Aureo. Para conseguir este objetivo, a continuacion rea-
lizaremos una breve exploracion del amanecer de las matematicas.
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